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CSERVENYÄK JÁNOS 
EGY KÖZÉPISKOLAI GEtWElRiAI KÍSÉRLET ÜSSZEI UGLALÄSA. I I . RÉSZ. 
A IIASONLÚSAGI TRANSZFORMÁCIÓK. A VEKIOROK FELÜONIAGA. 
A TRIGONOMETRIKUS FÜGGVÉNYEK. 
ABSTRACT: (A geomet r ic exper iment made i n secondary se l i oo l , 2nti p a r t . 
S i m i l a r i t y t r a n s f o r m a t i o n s . B reak ing up o f v e c t o r s . T r i g o n o m e t r i c a l 
f u n c t i o n s ) Th is a r t i c l e i s the second p a r t of a summary w r i t t e n on 
a secondary school exper iment . As no summary was w r i t t e n on the 
f i r s t p a r t i t i s necessary to say some words about i t . We d e a l t 
w i t h the a x i a l r e f l e c t i n g and w i t h i t s c o n s t i t u e n t s the o ther 
c o n g r u e n t i t y t r a n s f o r m a t i o n s . Then w i t h the he lp o f these v/e 
examined the f e a t u r e s o f geomet r i c f o rma t i ons . F i n a l l y we e x p l a i n e d 
the vec to r as the sum t o t a l o f the d e r i v a t i o n a l arrows o f s h i f t i n g , 
and the p o s s i b l e ope ra t i ons as w e l l . We examine the m a t e r i a l o f the 
second year i n t h i s a r t i c l e . We exp la i ned Ute c e n t r a l e l o n g a t i o n , 
the s i m i l a r i t y t r a n s f o r m a t i o n as the p roduc t of mul t i p l i c a t i u n o f 
the c o n g r u e n t i t y and c e n t r a l e l o n g a t i o n , and we examined the 
c h a r a c t e r i s t i c f ea tu res o f the fo rma t ions as w e l l . We g e n e r a l l y 
examinded the c i r c u l a r f u n c t i o n s by the he lp o f the c o o r d i n a t e s of 
the v e c t o r s . 
We thought i t was impor tan t to g i ve the c i r c u l a r f u n c t i o n s o f the 
n e g a t i v e , the ct± 180°, the 100° and the 90° - n ang les as 
e a s i l y as p o s s i b l e by the he lp o f the c o n g r u e n t i t y t r a n s f o r m a t i o n s . 
A k ö z é p i s k o l a i geometr ia I I . o s z t á l y o s tananyagának t á r g y a l á s á t a 
címben fel. nem t ü n t e t e t t Pythagoras t é t e l l e l kezd tük . F e l h í v t u k a ü g y e i -
met a r r a , hogy a tanév során a derékszögű háromszögek v i z s g á l a t a közép-
p o n t i kérdés l esz . 
A Py thagoras - té te l b i z o n y í t á s á t két egybevágó négyzet különböző dara-
htilásávnI. b i z o n y í t o t t u k . A t é l o l megfordí tását i s kimondtuk, s o három-
szögek egybevágóságát fe lhaszná la b i z o n y í t o t t u k i s . Részben gyakor lás 
c é l j á b ó l , részben ped ig , iiogy ne k e l l j e n örökké táb lázat után nyú ln i a 
négyzet ipldala és á t l ó j a , va lamin t a szabályos háromszög o lda la és magas-
sága k ö z ö t t i kapcso la to t r ö g z í t e t t ü k . Később ez igen sok haszonnal j á r t . 
Nem köte lező tananyagként, inkább csak gyakor lásként meghatároztuk a há-
romszög o l d a l a i b ó l a háromszög magasságait és a i e r ü a ü l e t é t i s . 
A hasonlósági t ranszformációk 
A s ík önmagára t ö r t énő újabb leképezésének e lőkész í tése c é l j á b ó l az 
a lább i t é te l eke t i g a z o l t u k : 
1. Egy szög szárai t metsző g^ és g^ párhuzamos egyenesek és azok e l -
t o l á s s a l n y e r t g t g 1 , és g 'o képei a szög ugyanazon szá ra i bó l 
egyenlő szakaszokat metszenek k i . Az á l l í t á s igazolása az e l t o l á s t u -
lajdonságainak fe lhaszná lásáva l t ö r t é n t . Na p l : a g , - e t a szög csú-
csára i l l e s z t e t t ü k és olyan e l t o l á s t a lka lmaztunk, amely g ^ - e t g^-
be v i t t e — s ezt véges sokszor alkalmaztuk — akkor szakasz egyenlő 
és arányos részekre tö r ténő osztására nyer tünk e l j á r á s t . 
2. Ha egy szög s z á r a i t párhuzamos egyenespárokkal metsszük, akkor az 
egyik száron k e l e t k e z e t t szakaszok aránya egyenlő a másik száron ke-
le tkező megfelelő szakaszok arányával . (Párhuzams szelők t é t e l e ) . 
A b i zony í tásná l leszögeztük, hogy elegendő az á l l í t á s t két párhuzamos 
egyenespárra e lvégezn i . A b i z o n y í t á s t egyébként a minden szakember á l -
t a l j ó l ismer t módon végeztük. Csak a b i zony í t ás u to l só gondola táná l 
k e l l e t t e l fogadható indok lás t t a l á l n i . Természetesen néhány lépés u tán 
e l k é s z í t e t t ü k k é t - k é t szakasz aránya különbségének a b s z o l u t é r t é k é t , 
am i rő l k i d e r ü l t , hogy — - n é l k isebb. I t t azt mondtuk, hogy n minden 
határon t ú l va ló növelésével akármi lyen k i c s i n y - számok jönnek l é t -
r e , amelyeknél k isebb nem negat ív szám csak a n u l l a l e h e t . 
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így adódott a k é t - k é t megfele lő szakasz arányának egyenlősége, i l l e t v e a 
té te lben kimondott á l l í t á s . 
A t é t e l egyszerűbb alakban tö r ténő kimondását s e g í t e t t e az, bogy r á -
j ö t t ü n k , ha az egyik egyenest a szög csúcsára i l l e s z t j ü k és a két párbó l 
egyet-egyet egybeesőnek vá lasz tunk , akkor a b izonyí tásban szerep lő k é t 
párhuzamos egyenespár h e l y e t t két párhuzamos egyenest i s mondhatunk. 
Vagyis, ha egy szög s z á r a i t két párhuzamos egyenessel metsszük, akkor az 
egyik száron k e l e t k e z e t t szakaszok aránya a másik száron k e l e t k e z e t t meg-
f e l e l ő szakaszok arányával egyenlő. Ekkor az így kimondott, t é t e l megrnr-
d í t ásá t könnyű v o l t megfogalmazni (3 . t é t e l ) . A b i z o n y í t á s t i n d i r e k t 
módszerrel a legegyszerűbb esetben e l i s végeztük, a több i e s e t e t 
szorgalmi fe ladatnak megje lö lve beszél tük meg az érdek lődőkke l órán 
k í v ü l . 
A témakör 4. á l l í t á s a a következő v o l t . Ha egy szög s z á r a i t párhuza-
mos egyenesekkel metsszük, akkor a párhuzamosokból a szárak közé eső sza-
kaszok aránya egyenlő a párhuzamos egyeneseknek a szög szá ra ibó l k i m e t -
sze t t megfele lő szakaszainak arányával . 
Gyakor lásul és össze fog la lásu l egy szög s z á r a i t két párhuzamos 
egyenessel metszettünk és tanulmányoztuk a f e l í r h a t ó arányokat . I t t 
fog la lkoz tunk azzal a t é t e l l e l , hogy a háromszög belső s z ö g f e l e l ő j e a 
szemközti o l d a l t a szöget bezáró két o ldalának arányában o s z t j a k e t t é . 
Az i t t f e l v á z o l t anyag után ér te lmeztük a c e n t r á l i s n y ú j t á s t , min t a 
síknak azt az önmagára tö r ténő leképezését , amelynél egy 0 pont f i x p o n t , 
és a s ík te tsző leges 0 - t ó l különböző P pont jához azt a P' p o n t j á t r e n d e l i 
az 0P félegyenesen, amelyre OP' = m ' 0P, ahol m > 0 va lós szám. Szó l -
tunk i t t a k i c s i n y í t é s r ő l , a n a g y í t á s r ó l , és alkalom n y í l t a t ransz fo rmá-
c i ó , az azonos leképezés, va lamint az i nva r i áns egyenes fogalmának m é l y í -
tésére . B e l á t t u k , hogy egyenestartó és hogy ha egy egyenes nem i l l e s z k e -
d ik az 0 pon t ra , akkor a képével párhuzamos az egyenes. 
Megmutattuk, hogy a c e n t r á l i s n y ú j t á s t a centruma és egy megfe le lő 
pon t já ra egyértelműen meghatározta. (Abban az esetben i s , amelyben a 
te tsző leges pont i l l e s z k e d i k a centrum és a megfele lő pontpár egyenesé-
r e . ) Kimutat tuk a c e n t r á l i s nyú j tás szög ta r tó ós a rány ta r tó tu la jdonságá t 
s megmutattuk azt i s , hogy ha az AB szakasz párhuzamos és egy i rányú az 
A'B' szakasszal , akkor l é t e z i k o lyan c e n t r á l i s nyú j t ás , amely egyik sza-
kaszt a másikba v i s z i , továbbá ha AB = A'B' i s f e n n á l l , akkor e l t o l á s 
v i s z i át egy ik szakaszt a másikba. 
Fogla lkoztunk kör c e n t r á l i s n y ú j t á s s a l nyer t képével ( k ö r ) , s c e n t r á -
l i s nyúj tások szorzatáva l i s ( c e n t r á l i s nyú j tás vagy e l t o l á s ) . 
Az elmondott á l l í t á s o k a t a c e n t r á l i s n y ú j t á s t regelőző t é t e l e k s e g í t -
ségével mind b i z o n y í t o t t u k . 
A következő fe jeze tben ér te lmeztük a hasonlósági t r ansz fo rmác ió t . 
A sík minden olyan önmagára tö r ténő leképezését , amely egybevágóságuk és 
c e n t r á l i s nyúj tások össze té te lébő l á l ] hasonlósági leképezésnek vagy ha-
sonlóságnak neveztük. 
Ez az értelmezés azér t i s b i z o n y u l t szerencsésnek, mert a tanu lók az 
egybevágóság és a c e n t r á l i s nyú j t ás közös tu la jdonsága i t f e l i d é z t é k és 
e l ő á l l t a k a hasonlóság tu l a j donsága i . 
Ezek: 1. A hasonlóság t ransz fo rmác ió , van inverze és az i s hasonlóság. 
2. Egyenes képe egyenes, fé legyenes képe fé legyenes, szakasz képe 
szakasz. 
3. A rány ta r tó . 
4. Szögtar tó . 
5. Párhuzamos egyenesek képei párhuzamosak. 
6. Hasonlóságok össze té te le i s hasonlóság. 
Nem v o l t nehéz b e l á t n i , hogy az egybevágóságok, a c e n t r á l i s nyú j tások 
mind hasonlóságok, s a hasonlóságok halmaza tartalmazza az nznnns leképe-
zést (ha az egybevágóság és a c e n t r á l i s nyú j tás i s azonosság). Ha az egy-
bevágóság c e n t r á l i s tükrözés, s a c e n t r á l i s nyú j tás szorza tá t negat ív 
tényezőjű f i x p o n t t a l rendelkező ( f i x p o n t a centrum) hasonlósági leképe-
zésnek nevezzük. 
Gondot f o r d í t o t t u n k a hasonlóság és az alakzatok hasonlósága ( r e l á c i -
ó i f e l t ű n ő megkülönböztetésére. Két geometr ia i a lakza to t akkor neveztünk 
hasonlónak, ha l é t e z i k olyan hasonlósági leképezés, amely egy i ke t a má-
sikba v i s z i . 
Ezek után hasonló a lakzatok t u l a j donsága i va l f og l a l koz tunk , majd kö-
rök, négyzetek, t é g l a l a p o k , háromszögek hasonlóságát v i z s g á l t u k . Megmu-
t a t t u k , hogy az adot t f e l t é t e l e k m e l l e t t l é t e z i k o lyan hasonlósági l eké -
pezés, amely egyik a l akza to t a másikba á t v i s z i . A háromszögek ese té t kü-
lönös gonddal k e z e l t ü k , akár az egybevágóságnál. Ügy é r z é k e l t ü k , hogy a 
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háromszögek egybevágósága, i l l e t v e hasonlósága konk ré t t a r t a l m a t nye r t 
minden korább i tárgyalásmóddal szemben. Csak pé ldaként mutatunk be egy 
b i z o n y í t á s t a háromszögek hasonlóságának négy a lapese tébő l egye t . 
l é t e i : Két háromszög I tasonló, ha k é t - k é t o lda luk aránya és az ezek á l t a l 
bezár t egy-egy szögük egyenlő. 
B i z o n y í t á s : Legyen c 0 : c , = b 0 : b . és , , = . Az A, c e n t -i \ i Í i j i 
rumé m = C 2 : C ] ( = l ^ t b ^ ) tényezőjű c e n t r á l i s n y ú j t á s az AJBJCJ 
háromszöget o lyan A.B-jC-j háromszögekre v i s z i , amelynek o l d a l a i 
C 3 = ^ C 2 C 1 = C 2 ' = b l ~ b 2 ; e " í ' 
Az A^B-JC-J háromszög egybevágó az háromszöggel, t ehá t 
van o lyan egybevágóság, amely az A^B^C^. háromszöget az 
háromszögbe v i s z i . A c e n t r á l i s n y ú j t á s és egybevágóság ö s s z e t é t e l é b ő l á l -
l ó hasonlósági leképezés az A ^ C , háromszöget az A?B7C9 há-
romszögbe v i s z i , tehát hasonlók. 
Minden tovább i esetben megalkot tuk a hasonlósági l eképezéseke t , ame-
l yeke t a tanu lók különösebb probléma n é l k ü l magukévá t e t t e k . 
A t ransz fo rmác iós szemlé le t előnye i t t i s fényesen megmutatkozot t . 
A háromszögek hasonlóságának fe lhaszná lásáva l b i z o n y í t o t t u k a derékszögű 
háromszögekre a magasság-; és b e f o g ó t é t e l t és Pythagoras t é t e l é t , majd 
összehason l í t o t t uk a számtani és mér tan i közepet , a magasság-; és befogó-
t é t e l lehetőséget ado t t i r r a c i o n á l i s szám liosszúságú szakasz s z e r k e s z t é -
s é r e . " 
A hasonlóságot f e l h a s z n á l t u k a háromszög s ú l y v o n a l a i r a vonatkozó t é -
V j . / 
t e l b i z o n y í t á s á r a , majd hasonló sokszögek ke rü le tének és t e r ü l e t é n e k 
arányát i s megv izsgá l tuk . 
A t é r s z e m l é l e t f e j l e s z t é s e érdekében a t é r b e l i egybevágósági t r a n s z -
formációk so rá t b ő v í t e t t ü k a t é r b e l i f o r g á s s a l és pon t ra vonatkozó t ü k r ö -
zésse l , majd é r te lmez tük a t é r b e l i c e n t r á l i s n y ú j t á s t . A t é r minden o l yan 
önmagára t ö r t é n ő leképezésé t , amely t é r b e l i egybevágóságok és t é r b e l i 
c e n t r á l i s nyú j tások ö s s z e t é t e l é b ő l á l l e l ő , t é r b e l i hason lóság i l eképe-
zésnek neveztük. 
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Értelmeztük a t é r b e l i a lakzatok hasonlóságát i s (hasonlóan a s í k b e l i -
hez) és v i zsgá l tok a tes tek fe lsz ínének , tér fogatának a rányá t , végül be-
b i z o n y í t o t t u k , hogy a gúla a l a p l a p j á v a l párhuzamos síkmetszete inek t e r ü -
l e t e i úgy aránylanak egymáshoz, mint csúcs tó l mért távo lsága ik négyeze-
t e i . 
i 
B i z o n y í t o t t u k , hogy minden kocka, minden gömb hasonló és minden o lyan 
t é g l a t e s t hasonló, amelyek megfe le lő é l p á r j a i n a k aránya egyenlő. 
Vektorok fe lbontása 
A továbbiakban i s a r ra törekedtünk, hogy az ú j ismeretek köz lését t é -
t e l ek formájában végezzük e l és l ehe tő leg b i zony í t sunk . Ekkor már 
j e l e n t k e z e t t i s a b i z o n y í t á s i igény, igaz inkább a jobb tanulók esetében. 
Ez azonban a tovább tanu ln i szándékozók szempontjából ó r i á s i poz i t ívum. 
Beb izony í to t t uk , hogy ha az £ és tj vektorok nem k o l l i n e á r i s a k , akkor 
bármely az £ és tj vek to rokka l nem komplanár is v^  vek tor egyértelműen á l -
l í t h a t ó e lő az £ és b_ vek to r segí tségével v^  = a + / ' b alakban, ahnl 
c! és fi valós számok. Ezt úgy i s k i f e j e z t ü k , houy v_ e l ő á l l í t h a t ó az £ és 
b l i n e á r i s kombinác ió jaként . Be lá t tuk azt i s , hogy ha az a^ b és c vek-
to rok ra az « £ + fi b_ + } c = Ü á l l fenn, ahol , fi és > nem 
mind nu l l ák , síikor az b ^ £ vektorok komplanár isak. 
Igazol tuk még, hogy a t é r bármely vek tora egyél- te hunén á l l í t h a t ó e l ő 
a rtem komplanáris a, b , c vektorok l i n e á r i s kominác ió jaként . Beszéltünk 
az egymástól l i n e á r i s a n függő és függet len v e k t o r o k r ó l . A t é r két £ és Ii 
vek to rá t l i n e á r i s a n függőnek nevezzük, ha n £ + / i b = 0, 1 ineár i san 
függe t len , ha « £ + / í b = Persze ebből az i s köve tkez ik , hogy a 
t é r bármely ké t k o l l i n e á r i s vektora egymástól l i n e á r i s a n függő, s két nem 
k o l l i n e á r i s vek tora egymástól l i n e á r i s a n f ügge t l en . 
A tér £j_ c vektorhármasát l i n e á r i s a n függőnek nevezzük, ha 
rx£ + i ] b + i c = l i n e á r i s a n függet lennek, ha £ + b + } c = 0. 
Ebből következ ik , hogy a té r bármely komplanár is vektorhármasa egymástól 
l i n e á r i s a n függő, nem komplanár is vektorhármasa l i n e á r i s a n függe t len , s 
bármely vektornégyese egymástól l i n e á r i s a n függő. 
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A vektorok koo rd i ná tá i 
Mivel a komplanáris vektorok eyy s í k b e l i reprezentánsa ikka l megadha-
t ók , s í k b e l i vektoroknak neveztük azokat. 
A továbbiakban t e k i n t e t t ü k a sík két nem k o l l i n e á r i s e. és e ? l a 
i 
t é r három nem komplanár is e ( , o és v e k t o r á t , ezeket a lapvekto-
roknak (báz isvektoroknak) neveztük. 
Ekkor a s ík £3 i l l e t v e a t é r b vektora egyértelműen á l l í t h a t ó e l ő 
£ = , + y • i l l e t v e b = + z a l a k b a n , nhnl 
x , y, z valós számok. 
Az e l ő á l l í t á s b a n szerep lő x , y, z számokat a vektor koord iná tá inak 
neveztük az a lapvektorokra nézve. 
A vektor végte len sok elemű halmaz, te tsző leges pontbó l indu ló r e p r e -
sentánsával megadható. 
Ha a koord inátarendszer o r i g ó j á t v á l a s z t j u k a vektorok kezdőpont já -
nak, he l yvek to rok ró l beszélünk. Megalkottuk a Desca r tes - fé le koo rd i ná ta -
rendszer foga lmát , és f e l v e t t ü n k alapvektoroknak a tengelyek egységpont-
j a i ba mutató h e l y v e k t o r o k a t . Ezek után bármely pontba mutató he l yvek to r 
e l ő á l l í t h a t ó a három a lapvektor (s íkban két a lapvek to r ) l i n e á r i s 
kombinác ió jaként , s m e g á l l a p í t o t t u k , vek to r koo rd iná tá i n Im l yvek to r 
végpontjának k o o r d i n á t á i v a l egyenlők. 
Ezek a lap ján a vektor hossza mint egy t é g l a t e s t ( t é g l a l a p ) á t l ó j á n a k 
hosszaként adódot t . Ezek után a koord iná tákka l adot t vek torokka l végze t t 
műveletekre megfogalmazott t é t e l e k b i zony í tása s z i n t e ö n á l l ó munkával 
t ö r t é n t . A b i z o n y í t á s i igény a tanulók zöménél ekkor már fe l támad t . 
A két pont távolságára vonatkozó összefüggés, a szakasz adot t a rány-
ban tör ténő fe losz tása va lamin t két vek to r egyál lásúsága szükséges és 
elégséges f e l t é t e l é n e k megfogalmazása és b i zony í tása semmilyen nehézséget 
nem j e l e n t e t t . 
A t r i gonomet r i ábó l a szögfüggvények ér te lmezését végeztük e l . Az 
irányszögű egységhelyvektor k o o r d i n á t á i t , i l l e t v e azok megfe le lő hányado-
s a i t neveztük az «? szög cosinusának, s inusának, tangensének, i l l e t v e 
cotangensének. 
Mive l a he lyvek to r koo rd i ná tá i a végpont koord iná táva l egyenlők, 
e lőször az e l ő j e l e k meghatározását végeztük e l , majd mive l a vektor f e l -
bontása egyértelmű, ér te lmeztük a négy szögfüggvényt , ügyelve a r r a , hogy 
pontosan adjuk meg azok ér te lmezés i tar tományát . Miután f e l i sme r ték a t a -
nulók a p e r i o d i c i t á s t , meghatároztuk a 30°, 45°, 60°-os szögek 
szögfüggvényér téke i t , egy k ö z e l í t ő g r a f i k o n t k é s z í t e t t ü n k mind a négy 
függvényhez. 
Azonos léptékeket használunk a négy függvény g ra f i kon jának kész í t ésé -
re , együt tes szemlélése s e g í t e t t az a lapvető összefüggések rögzí tésében. 
A negat ív szögek, az a t l 8 0 o - n e k , a 1 8 0 ° - « , i l l e t v e a 9 0 ° - * 
szögek szögfüggvényeinek meghatározásakor a pontok koord iná tá inak v á l t o -
zását v i zsgá l tuk a tenge lyek re , az o r i g ó r a , i l l e t v e az y = x egyenesre 
vonatkozó tükrözések esetén. 
Nagyon szemléletesen l e h e t e t t így megadni a függvények par i tásának 
fogalmát i s . A szögfüggvények egyéb tu la jdonságainak v i z s g á l a t a természe-
tesen időben megtárgyalásra k e r ü l t , i t t inkább azt emeltük k i , hogyan l e -
h e t e t t a t ransz fo rmác ióka t , i l l e t v e a vektorokat a szögfüggvények foga l -
mának k i a l a k í t á s á n á l f e l h a s z n á l n i . 
Ezen tananyag tárgyalása megmutattn, tiogy a t ranszformációs szemléle-
tű geometr ia, a fogalmak d e f i n i á l á s a , az á l l í t á s o k t é t e l szerű kimondása, 
azok b izonyí tásának igénye — lega lább i s az igény f e l k e l t é s e — kevesebb 
energ iá t használ t e l t a n u l ó t ó l , t a n á r t ó l egyaránt ahhoz, ltogy j ó sz ínvo-
nalon s a j á t í t s á k e l a tanu lók a tananyagot. 
Irodaion) 
1. Az érvényben lévő á l t a l ános i s k o l a i t a n t e r v . 
2. Az érvényben lévő közép i sko la i t a n t e r v . 
3. A forgalomban lévő á l t a l ános i s k o l a i tankönyvek. 
4. A forgalomban lévő közép i sko la i tankönyvek. 
5. Dr. Hajós György: Bevezetés a geometr iába. Tankönyvkiadó 1960. 
6. Dr . Pe l l e Béla: Geometria. Tankönyvkiadó 1974. 
7. Dr. Cservenyák János: A geometria közép isko la i s z i n t ű fe ldo lgozása 
t ransz formác iókka l és vek to rokka l . Egyetemi d o k t o r i d i s s z e r t á c i ó . 
1977. 
